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Resumo

Este artigo analisa o comportamento da elipse na Geometria do Taxi (ou Geo-
metria de Manhattan), uma Geometria Nao Euclidiana na qual a métrica em
um espaco R? é definida pela soma dos valores absolutos das diferencas entre
coordenadas. Como consequéncia direta dessa alteracao na funcao distancia,
as conicas como circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole deixam de ser
curvas e passam a ser representadas por segmentos de retas. Este trabalho
tem como objetivo apresentar a construcao da elipse como um octégono e in-
vestigar o efeito das transformacoes de reflexdo e rotacdo sobre a figura.
Prova-se que tais operacoes, isométricas na Geometria Euclidiana, ndo preser-
vam distancias na métrica do taxi, deformando a estrutura geométrica da co6-
nica. A partir da aplicacao das matrizes dessas transformacoes, demonstra-se
que angulos obliquos mantém a figura octogonal, enquanto aplicacoes ortogo-
nais mudam a figura para um hexagono. Por fim, apresenta-se a deducao que
comprova a reduc¢ao da figura de oito para seis lados.

Abstract

This article analyzes the behavior of the ellipse in Taxicab Geometry (or Man-
hattan Geometry), a non-Euclidean geometry in which the metric in an R? space
is defined by the sum of the absolute values of the differences between coor-
dinates. As a direct consequence of this alteration in the distance function,
conics such as the circle, ellipse, parabola, and hyperbola are no longer curves,
and are instead represented by line segments. This work has the objective of
presenting the construction of the ellipse as an octagon and investigating the
effect of reflection and rotation transformations on the figure. It is proved that
such operations, isometric in Euclidean Geometry, do not preserve distances
in the taxicab metric, deforming the geometric structure of the conic. Applying
the matrices of these transformations, we demonstrate that oblique angles
maintain the octagonal figure, while orthogonal applications change the figure
into a hexagon. Finally, we present the deduction that proves the reduction of
the figure from eight to six sides.
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1 INTRODUGAO

A Geometria do Taxi, também conhecida como Geometria de Minkowski, em referéncia ao matematico
qgue primeiro definiu essa métrica, ou como Geometria de Manhattan, por simular o deslocamento das
ruas de uma cidade, difere da Geometria Euclidiana devido ao fato de sua métrica ser calculada a partir
da soma dos valores absolutos das diferencas entre as coordenadas de dois pontos. Como define Krause
(19886, p. vi, traducao nossa): "Enquanto a Geometria Euclidiana aparenta ser um bom modelo do mundo
natural, a Geometria do Taxi € um modelo melhor para o mundo urbano artificial construido pelo homem®.

Dada essa diferenciacao na forma de se medir a distancia, todas as figuras que dependem desse con-
ceito para serem construidas, ou seja, as conicas como circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole, so-
frem alteracdes em suas apresentacoes geométricas. Esses objetos geométricos deixam de ser repre-
sentados a partir de curvas para serem representados pela uniao de segmentos de retas. A seguir, temos
um quadro comparativo entre as duas geometrias (Quadro 1):

Quadro 1 - Geometria Euclidiana X Geometria Nao Euclidiana.

Aspecto Geometria Euclidiana Geometria do Taxi
A Baseada na raiz quadrada da soma dos Baseada na soma dos valores absolutos das
Distancia ;
quadrados diferencas
Circunferéncia Curva fechada perfeitamente redonda Losango
Elipse Curva fechada oval Hexagono ou octégono
Rotacodes Sempre preservam distancias Nem sempre preservam distancias

Fonte: os autores (2026).

Por exemplo, a circunferéncia passa a ser representada como um losango, como corroborado no trabalho
de Loiola e Costa (2015) e, a elipse deixa sua forma arredondada para tomar a forma de um octégono
ou hexagono, a depender dos pontos focais. Além disso, transformacoes lineares do tipo rotacao, dife-
rentemente das suas aplicacoes na Geometria Euclidiana, deixam de ser consideradas simetrias na Ge-
ometria do Taxi devido ao fato de que, ao mudar a posicao dos focos, a figura pode mudar entre um
octdégono e um hexagono.

A Geometria do Taxi apresenta um alto potencial pedagogico tanto para a Educacao Basica, na qual os
alunos se baseiam nas formas euclidianas, quanto na Educacao Superior, tendo em vista que nesta, os
graduandos também se utilizam da métrica euclidiana. Devido a diferenciacao da métrica, o seu estudo
desafia a intuicao dos estudantes para a construcao de figuras e medicoes de espaco. Sendo assim,
destaca-se a contribuicao didatica dessa Geometria:

A inegavel caracteristica da Geometria em modelar o ambiente cotidiano do aluno, per-
mite 0 seu uso como objeto de aprendizagem de compreensao natural e ludica, por outro
lado a Geometria do Taxi leva o alunado a uma quebra de paradigma, possibilitando
uma abordagem mais critica e um desenvolvimento mais consistente da aprendizagem
(Loiola, 2014, p. 65).

0 objetivo deste trabalho é apresentar a figura da elipse a partir de geometria do taxi e analisar as que-
bras de simetria ocasionadas pela rotacao aplicada sobre a figura. O artigo € dividido em duas secoes.
Na primeira secdo, abordam-se as definicoes essenciais de métrica utilizada na Geometria do Taxi e as
definicoes utilizadas para definir a elipse e os seus casos. Na segunda secao, o foco sao as aplicacoes
de algumas rotagdes para a demonstracao da quebra da simetria para a elipse do taxi.
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2 A ELIPSE NA GEOMETRIA DO TAXI

Como mencionado anteriormente, a Elipse na Geometria do Taxi sofre uma alteracdo de formato que
resulta em poligonos como o octégono ou o hexagono. Para se chegar as formas da elipse nesta geome-
tria, € necessario apresentar pre-viamente algumas definicoes referentes ao espagco métrico em que esta
figura esta inserida. O objetivo desta secao é esclarecer essas definicoes.

2.1 A métrica de Minkowski

Dados dois pontos P;(x1,y1) € P,(x3,¥,), a distancia entre eles, na Geometria do Taxi, € dada por:
dr (P, Py) = |x; — x4| + |y2 — ¥1|- Sendo assim, a distancia entre dois pontos € dada pela soma dos
valores absolutos de suas diferencas. Essa definicao de métrica é o que descreve as trajetdrias ortogo-
nais (horizontais e verticais).

E importante ressaltar que, diferente da Geometria Euclidiana, a Geometria do Taxi apresenta diversas
possibilidades de caminhos que resultam na mesma distancia em forma de "escada", como exemplifi-
cado na Figura 1:

Figura 1 - Exemplo de diferentes caminhos de comprimento minimo entre dois pontos
na métrica do taxi.

dp(A,B) = \/(4- 17+ (5 - 1) =5

dp(A,B)= [4—1|+ [5-1]=7

2"

y
L/ dg=5
g

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: autoria propria (2026).

2.2 Definigao formal

A elipse é a figura geométrica na qual todos os pontos P(x,y) obedecem a condi¢ao de que a soma das
distancias do ponto P a dois pontos fixos (os focos) é igual a uma constante 2k. Desse modo, dados os
pontos F; (a, b), F,(c,d), o ponto genérico P(x,y) e a constante 2k € R, a definicao dessa figura para a
Geometria do Taxi (E;) €:

E; = {P(x,y) € R? | d;(P,F,) + d.(P, F,) = 2k}

Substituindo as distancias pela definicao da Métrica de Manhattan detalhada anteriormente, obtemos a
seguinte equacao para a elipse:

E;=|x—al+|y—bl+|x—c|+|y—d|l =2k
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0 axioma da desigualdade triangular é fundamental como condicao de existéncia para a elipse. Em qual-
quer espaco métrico, deve valer a seguinte condicao:

di(Fy, F;) < di(Fy, P) + di(F3, P)

Como d;(Fy, P) + d;(F,, P) = 2k, temos que:

d:(F,,F,) < 2k
Entretanto, para evitar o caso degenerado da figura, a elipse exige o caso da desigualdade estrita. Logo,
temos que:

d.(Fy, F,) < 2k
2.3 0 Caso geral do octégono

Definindo focos genéricos e abrindo as equacgdes para seus respectivos dominios, obtemos nove equa-
coes, das quais uma nao possui solucao devido a quebra do axioma da desigualdade triangular. Assu-
mindo o casoa > c e b > d, por exemplo, obtemos:

e x<cey<d

o x<ced<y<bh

o x<cey>b

e c<x<aey<d

o c<x<aed<y<b
e c<x<aey>b

e x>aey<d

e x>aed<y<bh

e x>aey>b

A partir das restricoes de dominio desses nove casos, torna-se possivel extrair as equacoes das retas ao
realizar a abertura dos médulos. Calculando-se as intersecdes entre esses segmentos, constroi-se geo-
metricamente o octégono que representa a elipse do taxi nesta configuracao especifica de focos, como
exemplificado na Figura 2 a seguir:

Figura 2 - Elipse do taxi em sua forma padrao octo-
gonal, gerada por focos desalinhados em relagao
aos eixos ortogonais.

Fonte: autoria propria (2026).

Monumenta, Paraiso do Norte, PR, v. 14, n. 14, p. 1-12, julho, 2026. 4



As aberturas algébricas e o detalhamento dessas intersecdes foram aprofundados no trabalho de Evan-
gelista, Prudencio e Camargo (2026). Nota-se que o desenvolvimento acima pressupoe 0 caso em que
a > ceb > d,sendo o processo analogo para as outras trés possibilidades de posicionamento entre os
focos F; e F,.

Destaca-se que o caso V nao possui solucao e, consequentemente, nao resulta em nenhuma reta. Isso
ocorre porque o seu dominio esté situado exatamente no centro dos outros dominios delimitados, e isso
ocasiona a quebra do axioma da desigualdade triangular, inviabilizando a existéncia de pontos para a
conica.

3 ISOMETRIAS NA ELIPSE DO TAXI

E bem conhecido que, na Geometria Euclidiana, transformacdes como a rotacdo em torno de um eixo ou
ponto nao alteram o formato de uma dada figura. Tal propriedade garante a preservagao da simetria,
tendo em vista que as figuras mantém suas proporcoes e distancias quando submetidas a essas trans-
formacoes. Esta propriedade € definida como isometria.

Além da rotacao, a translacao e a reflexao também sao consideradas isometrias na Geometria Euclidi-
ana. Contudo, ao trazer esses conceitos para a Geometria do Taxi, esse comportamento nao se mantém
e alguns casos especificos deixam de ser considerados isometrias. Conforme demonstrado por Baptistelli
e Moresco (2025), enquanto as translacoes continuam atuando como isometrias nesta métrica, as re-
flexdes e rotacdes perdem essa propriedade, preservando distancias apenas sob alguns angulos espe-
cificos.

Especificamente no caso das rotagdes, a aplicacdo dessa transformacao sobre a elipse do taxi gera uma
quebra de simetria. A depender do angulo de inclinacao 6 da reta que contém os pontos focais F; e F,,
a figura sofre uma deformacao poligonal. Como detalharemos a seguir, girar a reta focal para alinhamen-
tos ortogonais, ou seja, variando em mdltiplos de 90°, deforma a estrutura original da conica, simplifi-
cando as equagdes modulares e levando o octégono padrao dessa figura a se tornar um hexagono.

3.1 Areflexao

Dados dois pontos genéricos P(x1,v,) € Q(x,,¥,), a disténcia original entre eles na métrica do taxi é:

dr(P,Q) = |x1 — x3| + |y1 — yal

Aplicando a transformacao linear de reflexdao M, em torno de um eixo que passa pela origem com incli-
nacao a, obtemos as imagens de P e Q. A operacao é dada pela matriz de reflexdo multiplicada pelas
coordenadas de cada ponto. Para o ponto P, temos:

_[cos(Za) sin(2a) Trx11 _ [*1cos(2 @) + y;sin(2 a)
Mo (P) = [sin(Z a) —cos(2 a)] [yﬂ B [xisin(z a) — yllcos(Z a)

De maneira analoga para o ponto Q, temos:

cos(Za) sin(2a) ] [xz]
Y2

_ x,c05(2 @) + y,sin(2 a)
Ma(Q) = [sin(Z a) —cos(2a) [ . :

x,sin(2 a) — y,cos(2 a)

A distancia entre as imagens refletidas sera a soma dos médulos das diferencas das novas coordenadas:
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dr(Mg(P), Mg (Q)) = |(x1c0s(2 @) + y;sin(2 a)) — (x2€08(2 @) + y,sin(2 )|
+|(x;5in(2 a) — y1c0s(2 @) — (x28in(2 a) — y,cos(2 a))|

Agrupando os termos em evidéncia, a equacao assume a forma:

dr(My(P), My (Q))
= (1 — x2)cos(2 @) + (y1 — y2)sin(2 @)| + |(x; — x2)sin(2 ) — (y; — y2)cos(2 )|

Para que a reflexao atue como isometria, obrigatoriamente, a distancia refletida deve ser igual a distancia
original. Logo, precisamos que:

|(x1 — x2)cos(2 @) + (y1 — ¥2)sin(2 )| + |(x1 — x2)sin(2 @) — (y1 — y2)cos(2 a)|
= [x1 — x| + [y1 — yal

Para que a equacao do lado esquerdo resulte na do lado direito independentemente das coordenadas
escolhidas, precisamos que o sistema satisfaca uma das seguintes condicoes de tal forma que o seno
ou 0 cosseno da equacgao seja anulado:

cos(2a) =0 e |sin(Za)| =1
ou
sina)=0 e |cos(Za)| =1

Analisando os casos trigonométricos, temos:
Se sin(2a) = 0:

km
2a=kn=>a=7

Sendo k um numero inteiro (k € Z): Para k = 0, temos a = 0 (eixo x). Para k = 1, temos a = % ou 90°

(eixo y).

Se cos(2a) = 0:
km

2a=C"ik T
= — =g =4 —
(04 2 T a 4 2

Sendo k um ndmero inteiro (k € Z): Para k = 0, temos a = g ou45°. Parak = 1,temos a = %ﬂou 135°.

Portanto, qualquer eixo de reflexdo que possua um angulo diferente dos multiplos de 45° (ou %) deforma

a distancia entre os pontos. Conclui-se que a reflexdo, em alguns casos, nao preserva a distancia e,
consequentemente, ndo atua como uma isometria na Geometria do Taxi.

3.2 Deformacgao na rotagéo

Para analisar o comportamento da elipse sob rotacoes, consideramos os focos genéricos F;(a,b) e
F,(c,d). Aplicando a matriz de rotacdo Ry a cada foco, obtemos as novas coordenadas F; e F,:

cosf@ —sind [a

sinf cos@ b] = (a cosf — b sind, a sind + b cosH)

F=|
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, cosf —sind
F2 == [

C] . .

. = (c cosf — d sinf, c sinf + d cosb

sin@  cos6O ] [d ( )

Para o caso de os focos serem alinhados sob o eixo y, igualamos as primeiras coordenadas x; e x, de F]
e F;:

a cos@ — b sinf = ¢ cosf — d sinf
(a—c)cosB = (b—d)sinb
a—c
b—d

tan 0 =

De maneira analoga, para o caso de os focos estarem alinhados sob o eixo x, igualamos as segundas
coordenadas y, e y, de F{ e F:

a sinf + b cos@ = c sinf + d cosf
(a—=c)sin@ = (d — b) cosb
d—b>b

a—~c¢

tanf =

A partir disso, é possivel concluir que, se a tangente do angulo de rotacao 6 for igual a razao das diferen-
cas das coordenadas dos focos da elipse, a figura sofre uma mudanca de formato para um hexagono.

3.3 A rotagdo ortogonal

Para analisar a figura da elipse sob rotacoes, consideramos dois pontos genéricos P(x41,y1) € Q(x32,¥>).
A distancia original entre eles na métrica do taxi & dada por:

dr(P,Q) = |x; — x| + [y1 — V2|

Aplicando a matriz de rotacdo Ry a cada ponto, obtemos os pontos P’ = Rg(P) e Q' = Ry(Q), cujas
coordenadas sao dadas por:

, _ [cos@ —sind
P = [sinH cos@
cosf@ —sind [xz
sind cos@ 11Y2

X
] [}’i] = (x4 cosf — y; sinf, x4 sinf + y; cosH)

Q' = [ ] = (x, cosO — y, sinf, x; sinf + y, cosb)

A distancia entre os pontos rotacionados é a soma dos mdédulos das diferencas das novas coordenadas:

dr(P',Q") = |(x1 — x3) cosf — (y1 — y2) sinf| + |(x; — x7) sinf + (y; — ¥,) cosé|

Para que a rotacao atue como isometria, a igualdade dr(P’,Q") = dr(P, Q) deve ser satisfeita para
quaisquer pontos P e Q no plano. Logo, precisamos que:

|(xq — x2) cos® — (y1 — y2) sin@| + [(x1 — x3) sin@ + (y; — y2) cosO| = |x; — x| + |[y1 — V2|

Esta equacao funcional impde algumas restricbes sobre o angulo 6. Testando o caso particular onde
(y1 —y3) =0e (x; — x,) = 1, obtemos:
|cosf| + |sinf| = 1
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Pela identidade fundamental cos?8 + sin?6 = 1, a igualdade acima s6 é possivel se um dos termos for
nulo e o outro possuir valor absoluto igual a 1. Isso implica que:
1. cosf=0=6 = §+ km (Alinhamento vertical)

2. sinf = 0 = 0 = kn (Alinhamento horizontal)

Portanto, a rotacao preserva a métrica do taxi (e a forma octogonal da elipse) apenas para rotacoes
ortogonais (8 = km/2). Em qualquer outra inclinagao (6 # km/2), a métrica é alterada e a simetria da
figura é perdida.

3.4 0 hexagono

Para demonstrar a mudanca da elipse octogonal para a hexagonal, podemos aplicar um alinhamento
ortogonal nos focos de tal forma que eles estejam alinhados verticalmente ou horizontalmente. Assu-
mindo uma rotacao que alinhe os focos verticalmente, as abscissas se igualam. Definimos, entao, os
focos como F;(a, b) e F,(a,d).

Substituindo os valores na equacao da elipse na métrica do taxi, a sua equacao modular se torna:

|x —a|+|y—>b|+|x—a|+|y—d| =2k
2| x—a|+|y—>b|+|y—d| =2k

Para fins de ilustracao, podemos considerar os seguintes dominios, considerando o caso da elipse em
forma de octégono e assumindo b > d e focos F;(a, b) e F,(a,d):

e x<aey<d

e x<aed<y<bh

e x<aey>b

e a<x<aey<d

e a<x<aed<y<bh
e a<x<aey>b

e x>aey<d

e x>aed<y<bh

e x>aey>b

Nota-se que a igualdade das abscissas elimina o intervalo intermediario no eixo x. Consequentemente,
a restricdo de dominio que gerava os casos IV, V e VI no octégono padrao deixa de existir, pois é impos-
sivel que x seja, ao mesmo tempo, maior e menor ou igual a a.

De maneira mais intuitiva, podemos dizer que, ao alinhar os focos verticalmente ou horizontalmente, os
dominios que geravam segmentos distintos de retas deixam de existir e se sobrepdem, o que reduz a
figura de um octégono para uma hexagono alinhado verticalmente ou horizontalmente, a depender da
configuracao dos focos. Um trabalho que apresenta exemplos dessa compressao para a mudanca da
figura é o de Cruz (2015).

A abertura dos modulos para cada um dos casos resulta nas seguintes equacgoes de retas:

o y=—x—k+(

o x=—k+ (2 a+b—d)

2 a+b+d)
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Para provar que essas 6 retas formam um poligono fechado de 6 lados (hexagono), calculamos as inter-

y:x+k+(—2a;—b+d)
y:x_k+(—2a;—b+d)
e (55

y=—x+k+@i%ﬂ)

seccoes em seus respectivos dominios:

1.

Interseccao entre as retas | e VII:

2a+b+d
oo ()
—2a+b+dy *T¢
y=x—k+c——————>
2
Interseccao entre as retas Vll e VII:
—2a+b+d
exo (P
2a—-b+d sy=d
x =kt ()
2
Interseccao entre as retas Vil e IX:
2a—b+d
x=l+ ()
2a+b+d YD
y=—-x+k+ (—)
2
Interseccao entre as retas IX e llI:
2a+b+d
y=—-x+k+ <#)
—2a+b+dy *T¢
y=x+k+c——————>
2
Interseccao entre as retas lll e Il
—2a+b+d
ere (2
2at+b—dy V=P
x = —k+ (55
2
Interseccao entre as retas Il e I
2a+b—d
=k (Y
>y=d

2a+b+d
e (Y
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A construcao destes seis vértices distintos confirma que a figura perde dois de seus lados quando nessa
configuracdo. Sendo assim, a rotacao ortogonal na Geometria do Taxi sobre a figura da elipse a trans-
forma de um octégono para um hexagono, como na Figura 3 a seguir:

Figura 3 - Elipse reduzida a um hexagono apés rotacao ortogonal com
focos alinhados verticalmente.

Fonte: autoria propria (2026).

Ressalta-se que, em caso de focos F;(a,c) e F,(b,c), o processo € analogo ao ja realizado e gera o
hexagono com vértices fixados horizontalmente, como na Figura 4 a seguir:

Figura 4 - Elipse do taxi gerada a partir do alinhamento horizontal
dos pontos focais.

Fonte: autoria prépria (2026).
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4 POSSIBILIDADES DIDATICAS

0 estudo das Geometrias Nao Euclidianas, em especial a Geometria do Taxi, € um artificio de extrema
rigueza para os alunos da Educacao Basica e para os graduandos em Matematica, porque demonstra
gue a métrica euclidiana nao é a Unica existente e desafia os estudantes ao apresentar-lhes uma nova
forma de se medir distancia e, consequentemente, as formas geométricas que dependem desse con-
ceito. Esse tipo de estudo tem a possibilidade de ampliar o entendimento dos alunos acerca de novas
geometrias e a sua visdo sobre a matematica em geral.

0 trabalho de Loiola (2014) apresenta aos alunos do 3° ano do Ensino Médio de uma escola uma dina-
mica chamada "Caminhando Pelas Ruas da Minha Cidade". Nessa atividade, o autor utiliza mapas urba-
nos para comparar a métrica euclidiana com a métrica do taxi. Essa aplicacao com os estudantes evi-
dencia que os alunos conseguem, naturalmente, assimilar a métrica do taxi levando em consideracao os
limites fisicos do espaco de uma cidade.

Ademais, o uso de softwares como o GeoGebra ou o proprio software utilizado por Loiola (2014), o
Matematica Multimidia, fornecido pela Unicamp, proporciona ao aluno a exploragao visual da distancia
e das conicas em diferentes espacos métricos. Por exemplo, o comportamento diferenciado da elipse,
que foi analisado neste artigo, poderia ser visualizado pelos alunos de forma a enriquecer a sua
aprendizagem.

5 CONSIDERAGOES FINAIS

O presente trabalho apresentou trés etapas de desenvolvimento para a analise da elipse da Geometria
do Taxi: a definicdo da métrica, a apresentacao da figura nesta e as transformacoes aplicadas.

Conclui-se, entdo, que a estrutura da elipse na Geometria do Taxi depende fortemente das orientacoes
de seus focos em relacao aos eixos do plano cartesiano. Como demonstrado a partir das aplicacoes das
matrizes de transformacao, a alteracao da orientacao dos focos, em determinados angulos, resulta na
guebra de simetria da figura, evidenciando que transformacdes tipicamente isométricas na Geometria
Euclidiana nao atuam como isometrias na Geometria de Minkowski.

Diante do comportamento observado na elipse, pode-se levantar a hipétese de que as demais conicas
também apresentem dependéncia em relacao a orientacao de seus eixos focais nesse espaco métrico
especifico. A parabola e a hipérbole, por também serem formadas por segmentos de retas nesta métrica,
devem apresentar deformacoes significativas quando manipuladas por essas transformacoes lineares.
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