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Palavras-chave: Resumo

Jogo; Este trabalho tem como objetivo investigar matematicamente as condicoes de resolu-
Quebra-cabeca; bilidade do quebra-cabec¢a Puzzle 8, com base na teoria de permutacgdes e suas pari-
Permutacao; dades. O Puzzle 8 consiste em um tabuleiro 3x3 contendo 8 pecas numeradas de 1 a
Paridade. 8 e uma Unica lacuna vazia, permitindo o deslocamento das pecas adjacentes. O ob-

jetivo do jogo é ordenar as 8 pecas em ordem crescente de acordo com suas numera-
¢coes. Embora o desafio pareca puramente recreativo, hd uma estrutura matematica
que determina se uma configuracao inicial pode ou nao ser solucionada. Utilizando
um modelo matematico formal do quebra-cabeca por meio de permutacoes, investiga-
se a paridade de cada configuracao e demonstra-se que ela, combinada a posicao da
lacuna, constitui um invariante que determina a possibilidade de se alcancar a confi-
guracao final ordenada. Como resultado, prova-se que existem possiveis configura-
coes do tabuleiro que sao irresollveis, independentemente dos movimentos realiza-
dos. O estudo pode contribuir para a compreensao de como conceitos matematicos
abstratos, como paridade e invariancia, se aplicam a problemas concretos e pode ser
explorado como ferramenta didatica para o ensino e aprendizagem de matematica.

Keywords: Abstract

Game; This study aims to mathematically investigate the solvability conditions of the Puzzle
Puzzle; 8, based on permutation theory and their parities. The Puzzle 8 consists of a 3x3 board
Permutation; containing 8 numbered tiles (from 1 to 8) and a single empty space, allowing the mo-
Parity. vement of adjacent tiles. The objective of the game is to arrange the 8 tiles in ascen-

ding numerical order. Although the challenge may seem purely recreational, there is a
mathematical structure that determines whether an initial configuration can be solved
or not. Using a formal mathematical model of the puzzle through permutations, the
parity of each configuration is examined, and it is shown that this, combined with the
position of the empty space, constitutes an invariant that determines the possibility of
reaching the ordered final configuration. As a result, it is proven that there are possible
board configurations that are unsolvable, regardless of the moves performed. The
study contributes to understanding how abstract mathematical concepts, such as pa-
rity and invariance, apply to concrete problems and can be explored as a didactic tool
for teaching and learning mathematics.
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1 INTRODUGAO

0 Puzzle 8 é um quebra-cabeca deslizante composto por uma estrutura quadrada de 3 linhas por 3
colunas (totalizando 9 posicoes), contendo 8 pecas moéveis numeradas de 1 a 8 e uma lacuna vazia, que
permite 0 movimento das pecas adjacentes. Além disso, as pegas podem deslizar horizontal ou vertical-
mente para a posicao da lacuna vazia e nenhuma peca pode ser retirada do tabuleiro.

O objetivo do Puzzle 8 é ordenar as pecas numeradas em ordem crescente da esquerda para a direita e

de cima para baixo, deixando a lacuna vazia na Ultima posicao (inferior direita). A configuracao final cor-
reta é dada na Figura 1.

Figura 1 - Configuracao Solucionada do Puzzle 8

1123
4(5]6
7|8

Fonte: os autores.

0 Puzzle 8 foi criado e popularizado pelo matematico americano Noyes Palmer Chapman em 1874 (BA-
LOGUN et al., 2024) e consiste em uma versao condensada do Puzzle 15, quebra-cabeca que ficou muito
mais popular anos depois. Em 1914, o matematico americano Sam Loyd (criador de puzzles e charadas
matematicas como "Trick Donkeys" e "Get off the Earth Puzzle") apresentou em Loyd (1914) o Puzzle 15
com a posicao inicial ordenada, porém com os nlimeros quatorze e quinze trocados e langou uma pro-
posta oferecendo mil délares para quem conseguisse resolver o problema. Baseados nisso, veremos se
€ possivel ou nao resolver o Puzzle 8 com a posicao inicial dada de forma ordenada, porém com duas
pecas consecutivas invertidas.

Como em outros problemas, existe um modelo matematico para esse jogo. Nosso objetivo € mostrar
matematicamente, por meio da teoria de grupos de permutacodes, que o Puzzle 8 se torna insollvel apés
a formacao inicial proposta com a troca das pecas citadas.

2 DESENVOLVIMENTO

2.1 Procedimentos Metodolédgicos

Esta pesquisa é de natureza basica, com abordagem teérica e qualitativa, voltada a demonstracao ma-
tematica de propriedades que regem a resolubilidade do quebra-cabeca Puzzle 8. O método de investi-
gacao adotado é dedutivo, partindo de definicoes e resultados estabelecidos na teoria de permutacoes
para analisar a estrutura do quebra-cabeca e formular critérios de solugao.

A pesquisa foi conduzida nas seguintes etapas: estudo da nocao de paridade de permutacdes; o modelo
matematico do Puzzle 8; analise da impossibilidade de solugao para certas configuracoes iniciais, com
base na preservacao da paridade das permutacoes e na impossibilidade de obter permutacoes de pari-
dade distinta por movimentos validos; sistematizacao dos resultados.
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2.2 0 Grupo de Permutacdes

Iniciamos esta secao apresentando alguns resultados sobre o Grupo de Permutacoes, que sdo necessa-
rios para a resolucao do problema proposto. Para um aprofundamento no tépico, veja (DOMINGUES;
IEZZI, 2003).

Sejam X um conjunto qualquer, n um nimero inteiro positivo e x4, x5, x3,:**, X, € X. Seja S,, 0 conjunto
de todas as aplicacdes bijetoras do conjunto {x, x5, x3,**, X} nele proprio. Cada elemento ¢ € S,, pode
ser representado por

X Xy X3 o Xy
B (0(x1) a(xz) o(x3) - U(xn))'

0 conjunto S,, munido da operagao composigao de aplicagoes € um grupo, chamado de grupo de permu-
tacoes de X. Denotaremos seu elemento neutro por Id.

Defini¢do 1 Seja {a;,a,,-**,a,} C {X1,Xp,*, X5} = X. Se 0 € S,, é tal que 6(a;) = a,, 6(ay) = 6%(a;) =
as, -, o(a,_q) =0 1(a;) =a, o(a,) =0'(a;) = a; e o(x) = x para todo x € X — {a;,a,,*,a,}, en-
tdo dizemos que ¢ € um ciclo de comprimento r e escrevemos ¢ = (a; a, *** a,).Ser = 2,entdo o é
chamada de transposi¢ao.

Notemos que toda transposicao € invertivel e sua inversa é ela mesma.

Proposi¢ao 2 Paran = 2, toda permutacao de S,, pode ser escrita como um produto de transposigoes.
Demonstracao: Vamos aplicar o principio de indugéo sobre n.Se n = 2, entdo S,, = {Id, (1 2 )}. Mas note
queld =(12)(12)=(12)2% Logo, S, ={(12)(21),(12)}. Suponhamosn = 2, e g € S,,. Denote-
mos k = o(n) e Y = (kn). Entdo (i o 6)(n) = P (k) = n, ou seja, P o o fixa n. Logo, podemos olhar para
1 o ¢ como uma permutacao de S,,_;. Por hipétese de indugao, existem transposigoes de S, que fixam
n, tais que

1/)00‘:1/)101/)201/)30...01/)5_
Portanto, 0 = "1 o1 o 1P, 0Pz 0 -0 1.
Exemplo 3 Em S; com X = {1,2,3}, temos que

(123

3 ] 2)=(132)=(32)(12).

Observacgao 4 Se uma permutacao pode ser escrita como produto par de transposi¢oes, entao todas as
outras formas nas quais ela pode ser escrita como produto de transposicdes também resultara em uma
guantidade par de transposicoes. Analogamente para produto impar de transposicoes. Para uma de-
monstracao completa desse fato, veja (DOMINGUES; IEZZI 2003). Isso motiva a definicao seguinte.

Defini¢do 5 Dizemos que uma permutagao o € S, € par, se o nimero de fatores de uma fatoracao de o
como produto de transposicdes é par. Caso contrario, dizemos que o é impar.

Proposigao 6 Se n > 2, o conjunto 4,, de todas as permutacgoes pares de n objetos {x, x,, -+, x,} € um
subgrupo de S,,.

Demonstracao: Veja (DOMINGUES; IEZZI, 2003).
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Por comodidade, daqui em diante, usaremos a nota¢ao ¢ o o = ¢o.

2.3 Matematizacdo do Puzzle

Modelamos o Puzzle 8 e apresentamos como se dao, matematicamente, as solucoes do quebra-cabeca.
Consideremos um puzzle com a posicao dada como na Figura 2, onde cada x; € um (nico numero no
conjunto {1,2,3, ...,8}. Podemos associar a cada posicao do puzzle uma ordenac¢ao, ignorando o espaco

vazio e lendo os nimeros "em serpente".

Figura 2 - Posicionando os nimeros "em serpente".

X1 | X2 | X3
X6 | X5 | X4
X7 | X8

Fonte: os autores.

A cada movimento feito no tabuleiro é realizada uma troca de ordenacao (a partir da ordenacao anterior),
gerando assim uma permutacao

I Ia s Iy Ir g T Irs

7T olx1) olws) olxs) olzy) olxs) olxs) olzr) olzs)

Pela Proposicao 0.2, pode ser escrever ¢ como produto de transposicoes.
Observemos que fazer nada e mudar os elementos na horizontal corresponde a identidade de Sg, que é
uma permutacao par. Observemos também que nao sao quaisquer movimentos que podem ser feitos.

Os movimentos permitidos sdo aqueles em que placas adjacentes a posicao vazia podem ser movimen-
tadas horizontalmente ou verticalmente.

Vamos verificar entdao, qual a caracteristica dos movimentos que nos sao permitidos fazer, analisando
as possiveis posicoes do espaco vazio.

Caso 1. Consideremos 0 espaco vazio posicionado como na Figura 3.

Figura 3 - Caso 1

X1 | X2
X5 | X4 | X3
X6 | X7 | X8

Fonte: os autores.

Movimentando o elemento x5 para 0 espaco vazio, temos a seguinte permutacao:

(x1 x2 X3 X4 xs .x6 x'7 x8

X5 X; X3 X3 X4 Xg X7 xg) = (1 x5 X4 X3 X3 ) = (X3x2) (Xa22) (X5x2) (x1X2),

que é par.
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Caso 2. Consideremos o espaco vazio posicionado como na Figura 4.

Figura 4 - Caso 2
X1 X2

X5 | X4 | X3

X6| X7| X8
Fonte: os autores.

Movimentando o elemento x, para o espacgo vazio, temos a seguinte permutacao:

X1 X, X3 X4 Xe Xg X7 X
( vz s e 8) = (x3 x4 x3 ) = (x4 x3 ) (X2X3),
X1 X4 Xy X3 X5 Xg X7 Xg

que é par.
Caso 3. Consideremos 0 espaco vazio posicionado como na Figura 5.

Figura 5 - Caso 3

X1 | X2
X5 | X4 | X3
X6 | X7 | X8

Fonte: os autores.

Notemos que qualquer movimentacao possivel neste caso corresponde a permutacao identidade, que é
par.

Caso 4. Consideremos o espaco vazio posicionado como na Figura 6.

Figura 6 - Caso 4

X1 | X2 | X3
X5 | X4
X6 | X7 | X8

Fonte: os autores.

Movimentando o elemento x; para 0 espaco vazio, temos a seguinte permutacao:

X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 Xg
(xz X3 X4 X5 X Xg X7 xg) = (o1 X2 X3 x4 X5 ) = (X45) (x3%5) (x2X5) (X1 X5),
que é par.

Observemos que mover o elemento x4 para 0 espaco vazio, resulta no movimento dado pela identidade,
que é uma permutacao par.

Caso 5. Consideremos o espaco vazio posicionado como na Figura 7.
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Figura 7 - Caso 5
X1 | X2 [ X3

X5 X4

X6 | X7 | X8
Fonte: os autores.

Movimentando o elemento x, para o espago vazio, temos a seguinte permutacao:

(x1 X2 X3 X4 X5 X X7 Xg

X; X3 X4 Xy Xs Xg X7 x8)=(x2x3x4)=(x3x4)(x2x4),

que é par.

Agora, movimentando o elemento x, para 0 espaco vazio, temos a seguinte permutagao:

(x1 e ey xs)_(x x7 % ) = (7 x¢ ) (x5 X6 )
x1x2x3x4x7x5x6x8_ 54746 ) — 7 6 546 )»
que também é par.

Caso 6. Consideremos 0 espaco vazio posicionado como na Figura8.

Figura 8 - Caso 6
X1 | X2 | X3

X5 | X4

X6 | X7 | X8
Fonte: os autores.

Movimentando o elemento xg para o espacgo vazio, temos a seguinte permutacao:

X1 X2 X3 X3 X5 Xg X7 Xg
(xl X, X3 Xg X4 X5 Xg x7) = (x4 Xg X7 X6 X5 ) = (x6X5) (X7x5) (xgX5) (X4 X5),
que é par.

Observemos que mover o elemento x5 para o espaco vazio, resulta no movimento dado pela identidade,
gque é uma permutacao par.

Caso 7. Consideremos o espaco vazio posicionado como na Figura 9.

Figura 9 - Caso 7
X1 | X2 | X3

X6 | X5 | X4

X7 | X8
Fonte: os autores.

Notemos que qualquer movimentacao possivel neste caso corresponde a permutacao identidade, que é
par.

Caso 8. Consideremos o espaco vazio posicionado como na Figura 10.

Monumenta, Paraiso do Norte, PR, v. 12, n. 12, p. 1-8, dezembro 2025. 6



Figura 10 - Caso 8
X1 | X2 | X3

X | X5 | X4

X7 X8
Fonte: os autores.
Movimentando o elemento x5 para o espacgo vazio, temos a seguinte permutagao:

X1 Xo X3 X4 Xg Xg X7 X
G & o x e x x) = (X6 x) = (6 %7 ) (x5 %7 ),
X1 X2 X3 X3 Xe X7 X5 Xg

que é par.
Caso 9. Consideremos o espaco vazio posicionado como na Figura 11 .

Figura 11 - Caso 9
X1 | X2 | X3

X6 | X5 | X4

X7 | X8
Fonte: os autores.

Movimentando o elemento x, para o espacgo vazio, temos a seguinte permutacao:

X1 Xz X3 X4 X5 Xg X7 Xg
(x1 X, X3 X5 Xg X7 Xg x4,) = (x4 X5 X6 X7 xg ) = (X7xg) (X6xg) (X5xg) (X4Xg) ,

que é par.

Agora, vejamos se é possivel ou ndo resolver o problema proposto com duas pecas adjacentes invertidas
€ 0 porqué.

Observemos que todos os movimentos possiveis analisados nos casos de 1 a 9 resultam em composicao
de permutacoes pares e, portanto, sao permutacoes pares.

Tomemos o puzzle com a posicao inicial dada de forma ordenada, mas com duas pecgas consecutivas
invertidas. Essa permutacao fixa todas as posicoes, exceto as que foram invertidas e temos entao uma
transposicao da forma (x; x;+1), comi € {1,---,7}, que € uma permutacao impar. Como A, € um sub-
grupo de S, a inversa de toda permutagao par € também uma permutacao par.

Portanto, nao é possivel chegar na solucao inicial a partir da configuracao proposta com duas pecas
consecutivas invertidas.

3 CONSIDERAGOES FINAIS

Olhando para a paridade das permutacoes que caracterizam os movimentos permitidos do Puzzle 8,
concluimos que é impossivel resolvé-lo a partir da forma inicial com duas pecas consecutivas invertidas.
Isso se deve ao fato de a paridade das permutacdes ser um invariante nas movimentacoes permitidas
de pecas.
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0 estudo aqui apresentado contribui para a compreensdo de como conceitos matematicos abstratos,
como paridade e invariante, se aplicam a problemas concretos e pode ser explorado como ferramenta
didatica para o ensino de algebra e raciocinio l6gico.
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